Ayuda para Docentes |, QUINTO V2

SECUNDARIA

IDENTIDADES DE ARCOS MULTIPLES

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS MULTIPLES
A) F.T. del angulo doble: F.T.2a)

Sen2a = 2SenoaCosa

Cos2a = Cos?a. — Sena.

h

Sen?a=(1 — Cos2a)/2

F

Cos?a=(1 + Cos2a)/2

Tg2a -_ 2Tqa
1-Td%x
Ctg2o. - _Ctg%a—1
2Ctga

Ejemplo:
Hallar: Sen 2A, si Sen A =2/3

TRIGONOMETRIA

Solucion:

Sabemos que:

sen2A=2senAcos A ()]

-Calculamos "x" por el teorema de Pitagoras:

2 2 2 2
=2 +X =2 9= 44X

2

5=x =>X==\/§

Luegs: cosA =X = cosA =2
8 3



TRIGONOMETRIA

2. SiSena-= ﬁ, Calcular Cos 2a

3. Sabiendo que Sen a — Cos a = é Calcular 2 Sen a . Cos a

1

4. Sabiendo que: Tana = — Tanb = 121 Calcular Tan (2a + b)

7

1+ Sen 2a+ Cos 2a

5. Simplifica:
1+ Sen 2a—Cos 2a

6. Hallar el valor de M para que se cumpla la igualdad:
SenA+ Sen2A
MTan A =

1+ CosA+Cos2A
7. SiTan 379 = Z.Hallar Sen 749

REFORZANDO
MIS CAPACIDADES

: 5
1. SiSeny= —: InC.
R R
Calcular Cos 2y

119
a) 119 b) 169 c) —
) ) ) 69
g9 19
19 169
2. Reducir:
1
=1-
Q Sec 20
a) 0 b) 2Sen?0®  ¢)—Tan 20
d) Sen6 e) 1
2
3. Reducir:
M = Cos*0 - Sen* 0
a) ! b)-Cos? 6 c) Cos 26 d)1 e)1-Sec?0

Sen @



. Reducir:

TRIGONOMETRIA

p= 1+Cos 2n
Sen 2n

a)Senn Db)Tan2n 01
d)Ctgn e)-Ctg2n

. SiSen0= E
17
Calcular U = 289 Sen 20
a) 240 b) 17 c) 187
d)-144 e)1
. Siendo:
Senb-Cosb= Els Hallar Sen 2b
35 -13
a) — h) 6 c) —
) 36 ) ) 18
7
d) — e)l
) 36 )
) 12
. SiCosy=—,Tany <0
y 13 y
Calcular Tan 2y
5 12
a)l h) — c) —
) ) 13 ) 13
-120
d) -1 e
) ) 119
. Sabiendo que a y b son angulos agudos tal que:
Sena= § Senb= E
17
Calcular Ctg 2a + Ctg 2b
a) 2 b) 4 c)6
d) 8 e) N.A.
. 7
Halla el valor de Cos 2a si Seca= 3
a) ;31 b) ;31 c) - 21
94 49 49

31
d) — e) N.A.
) " )



TRIGONOMETRIA

10. Reducir:
Sen 2«

1+ Cos2a

a) Cos 2a. b) Tana c) Sen a
d) Cos 2a €) Sec a.

11. Hallar Tan 2Asi Tan A=3

3 -3 4
a) — b) — c) —
)4 ) A )3
-4
d — e NA
) 3 )
12. Demostrar: ﬂ:CIQZX
1-Cos4x

B) F.T. del angulo triple:[F.7.3w)

Sen3a = 3Sena — 4Sensa,

Sen®a=(3Sena — Sen3a)/4

A

Cos3a]= 4Cos’a — 3Cosa

Sen®o=(3Cosa + Cos3a)/4

-~

Tg3a -3Tga — Tg’a
1 - 3Tg%
€tg3u=Ctr*u="3Ctaguw
3Ctg2a.—1

Sen3a = Sena(2Cos2a + 1)

Cos3a = Cosa(2Cos2a — 1)

N

Tg3a =2Co0s2a + 1
Tgo 2Cos2a —1

Ejemplo:
Hallar: Sen 3A, si Cos A = 3/5
Solucién:

Sabemos que:
Sen3A=3Sen A—4Sen® A ...... ()
De la condicion: Cos A = 3/5



TRIGONOMETRIA

Lo llevamos a un D tenemos:

A

X

Por el teorema de pitagoras:

52 = 3% +x° = 25 = 94x°

x* = 116

I
H

16 X = x=4

Luego: sen A = = sen A=

>
NP

Reemplazamos valores en (1):

3
sen 3A = 3 (5)4 (i)
5) |5

man = g[8 w0
5 125 125 125
ena= Y
CONSTRUYENDO
MIS CONOCIMIENTOS

1. Reducir:
M = Sen3a Cos 3a
Sena Cos a
3

2. Hallar Sen 3A, si Cos A = c

3. SiTana = L Hallar Sen 3a

4. SiSen o =

; . Hallar Ctg 3a

5. Simplifica:
A = Cos?a Cos3a + Sen3a Sen3a

6. La expresion simplificada de:
1 1

Tan3a +Tana  Ctg3a — Ciga




2
7. Siay p son complementarios y Sen o = 3 Hallar Cos 3p

REFORZANDO
MIS CAPACIDADES

1. Calcula Tan 30 si
Cos0= "= donde® c 11 C

.5
-2 2 -5
a)H b)ﬁ c)H
5 -1
d) — e)?
2. SiTanx=3

Hallar el valor de Cos 3x

) 13./10 b) -13./10 0 ~13-10
10 10 50

d) 135? e) N.A.

TRIGONOMETRIA

3. Hallar x en la figura:

a)l

b) 2 o
c)3 3

d) 4 J
e)5

11—z -

4. SiSen(x:;y(xelC
Hallar Sen3 a + Cos 3 a

a)0 b) 1 c) —

3
d) — e) N.A.
), ®

5. Hallar Ctg 36
a)2
b) 11

11
Ci
)2




TRIGONOMETRIA

10.

La formula de: Sen3a en funcién de Sena. es:

a) 3 Sena. - 4 Sen’a,
b) 3 Sena. - 4 Sen®a
c) 3 Sena

d) 3 Sena. + 4 Sena.
e) 3 Sena. + 4 Sena.

La formula de Cos 3a en funcion de Cos o es:

a) 3Cos a

b) 3 Cos’a. + 4 Cos o
¢) 4 Cosa. - 3 Cos® a
d) 4Cos? a. - 3 Cosa.
e) 4Cos’a - 3 Cosa

(3Tanx—Tan’)
1-k

Si Tan 3x =

Entonces K es:
a) Tan? x

b) 3 Tan? x

¢) 2 Tan? x

d) 3 Tan x

e) 2 Tan® x

Sabiendo que:
Tan (15° + x) = ;

Calcular M = Tan 3x

55 5 3
a) — b) — c) —
) 37 ) 3 ) 5
g2 g

35 55
Reducir:
p=3cqt [ 2% |4 43N

2 1+ 2Cosa

a) % b) a c) -2

d)0 &) N.A,



TRIGONOMETRIA

C) F.T. del angulo mitad:

Sen(a/2) =+ / (1 = Cosa) 2

Cos(a/2) = i\/ (1 + Cosa) 2

Tg(a/2) = £ \| (1= Cosa) (1 + Cosa)

Nota: El signo + 6 — que tenga la¥-T. (o/2) dependera del cuadrante en que se encuentre
el Angulo mitad.

Tg(a/2) = Csca — Ctga

Ctg(a/2) = Csca + Ctga

D) Identidades Auxiliares

( )

Sen x Sen(60° - x) Sen(60° + x) =1 Sen3x
4

- J

( )

Cos x Cos(60° - x) Cos(60° + x) = 1 Cos3x
4

- J

Tg x Tg(60° - X) Tg(60° + X) = Tan 3x ]

.

Ctg x Ctg(60° - x) Ctg(60° + x) = Ctg3x ]

(.

EJEMPLO:

SiCosx = l Calcular Sen )2( xellC

Resolucion:

sen 52 1-Cosx _
2

Sen 5 — E — E



TRIGONOMETRIA

CONSTRUYENDO
MIS CONOCIMIENTOS

1. Si: Cos 0 =i§, 2700 < 9 < 360°

Calcular: Sen Z

Utilizando las identidades del angulo mitad. Hallar Cos 105°
Calcular el valor de:

E = Sen (aj_ 5Cos(aj
2 2

aeclllICySena = -1z
13

4. SiCos a = 0,6. Calcular Sen (;j

wnN

5. SiCosa = ; Calcula Cos(gj

SiaelvC

6. Simplifica:

_csf3) )

Csc2a +Ctg2a

REFORZANDO
MIS CAPACIDADES

1. Sabiendo que a y b son angulos agudos tales que:
Sena=3/5 y Sen b =8/17,
calcula: Ctg (a/2) + Ctg (b/2)

a)d b)3 c)5 d)7  e)N.A
2. Halla el valor de Cos2a, si Seca=7/3

a)-31/94 b)-31/49  ©)-27/49
d)31/49 e)N.A.

3. Halla el valor de Ctg2a; si Tga=5/12

a)119/102  b)191/120 ¢)117/120
d)1119/120  e)N.A.

4. Halla el equivalente de Cos*x-Sen“x

a)Sen2x b)Tg2x c)Cos2x
d)Ctg2x e)N.A.



TRIGONOMETRIA

o

Halla el equivalente de:
(1-Tg?)/(1 + Tg%w)

a)Sen2a b)Tg2a c)Cos2a
d)Ctg2a e)N.A.

6. Reduce lo siguiente: Q=Tg(45°+x)+Tg(45°-x)

a)2 b)Tg2x c)Ctg2x
d)2Sec2x e)2Ctg2x

7. Si: Sen*a + Cos*a, = m, halla Cos4a

a)dm b)3m c)2m-3
d)4m-3 e)3m-4
8. Reducir la expresion:
E= Sen2a
1+ Cos2a
a)Tg2x b)Tgx c)Senx
d)Cos2x e)Secx

9. Reducir la expresion:
R=4Sen0Cos®0(1-Tg?0)

a)Sen20 b)Sen?20  ¢)Cos20
d) Cos?20 e)Sen40

10. Si Sena=1/2 y aelC, halla Sen3a + Cos3a
a)o b)1 c¢)2/3 d)3/4 e)N.A.

11. En la figura halla x

a 1 X
b) 2 1 i
c) 3 |
4 1
5

d)
e) TR

12. Halla el valor de Cos3x, si Tgx=3

a)13V10 b)-13Y10  ©)-13Y10

10 10 50
d)13v10 e)N.A.
50
13. Reducir: Sen 3a + Senda

Cos®a - Cos3a

a)l b)Tga c)Ctga
d)Tg3a e)Ctg3a

14. Halla Cos(A/2), sabiendo que:
CosA=3/4yA eIVC

a)-\2/4 b)N7I7 cN2/2 d)2/3 eN2/6



TRIGONOMETRIA

15. Halla Tg(A/2), sabiendo que:
CosA=-5/13 y AelliC

a)3/2 b)2/3 €)-2/3
d)-3/2 e)N.A.

16. Simplifica: R=Csc3a(Tga+Tg2a+TgaTg2aTg3a)

a)Sec2a. b)Sec3a c)Csc2a
d)Csc3a  e)N.A.

17. Si: Sen A = 2/3, Halla Sen 2a.

a)3V5/5 b)4/7 c)7/15
d)4\5/9 e)N.A.

TRANSFORMACION DE UNA SUMA O DIFERENCIA DE F.T. EN PRODUCTO O
COCIENTE

A) Suma o diferencia de Senos:

Sena + Senp = 2Sen[(o + p)f2JeCos[(a F [)/2]

SiA+B+C=180°
Entonces:

Sen A+ SenB + SenC=4Cus§ Cns% Cus%

SenA+ SenEB-SenC= 48&11; Seng Cnsg

B) Suma o diferencia de Cosenos:

Cosa. + Cosp = 2Cos[(a. + )/2]eCos[(o - ()/2]

Coso. — Cosp =-25en[(ot + [)f2]eSen([(o - pY2]

SiA+B+C=180°
Entonces:

A 5 O
CosA+CosB+ CusC=4Sen§ SEHE SEHE +1

CosA+CosB-Cos C:4Cus§ Cus% Sen% -1

C) Suma o diferencia de Tangentes:

Tga + TgPp = Sen{a + B)
Cosa e Cosp

SiIA+B+C=180°
Entonces:



TRIGONOMETRIA

Tg A+ TgB+TgC= TgA.TgB.TgC

D) Suma o diferencia de Cotangentes:

Ctga + Ctgp = Sen( B+ a)
Sena ¢ Senp

E) Suma o diferencia de Secantes:

Seco, + Secp = 2Cos[ (o + BY2]eCos[{o. - B)/2]
Coso. e Cosf

Seco, - Secf = 2Sen[{u + [)2]eSen]{o. = B)/2]
Cosa e Cosp

F) Suma o diferencia de Cosecantes:

Csco. + Secp = 25en[{a. + p)2]eCos[{o T B)/2]
Senc e Senp

I- EJEMPLOS

1. Transforma a producto las siguientes expresiones:

a) Sen 18° + Sen 4°
b) Sen7° - Senb5°
c) Cos5°+ Cos 3°

d) Cos 20° —Cos 42°

Solucion:

a) Sen18°+Sen4° =
2 sen (M] : 003(18o - 40)

2 2
sen-18° + sen 4° = 2 sen 11 cos 7°§

o R St AR

b) Sen7°- Sen5°=
2 008(7 Lo ) Sen(7 ; 50}
2 ) 2
sen 7° - 50 5% = 2005 6 sen T |

c) Cos5°+Cos3°=

2 cos[so * 30)- cos[50 ~ 30]
2 2

cos 5° + 005 3° = 2 ¢08 4° cos P §



TRIGONOMETRIA

d) Cos 20° —Cos 42° =
2 sen [M) sen (420_2()0)
A 2 2
W0 - 0547

-2t antr

2. Reducir: Q = Sen 3a + Sen a
Cos 3a + Cos a

Solucién

Aplicando se obtiene:

=\R sen(sa"' u)»cos(su; a) Q _senta

2
Q
‘Xcos(sa; a]. cos(su; a] cos 2o - cosh
qQ = sen 2o - 1g 2a
€os 2a
3. Calcular:
E = Sen 20°.Cos 10° + Cos 50°.Sen 40°
Solucién

Para que ambos miembros tengan la forma de las expresiones estudiadas

multiplicamos ambos miembros por 2:
2E=25en20°.C0s10°+2Co0s50°.Sen40°
Utilizando transformaciones de producto a suma tenemos:

2E= Sen(20°+10°) + Sen(20° - 10°)
+ Sen(50°+ 40°) — Sen(50°— 40°)

2E=Sen30°+5<7610°+8en90° —Se}i(10°
2E=1/2+1=3/2 > E=3/4
4. Transformar en cociente:

a) Tg18°-Tg57°

b) Ctg70° - Ctg 85°
c) Sech0° + Sec36°
d) Csc25° — Csc4b°

Solucién

a) Tg18°—-Tg57° = Sen(18°-57°)
Cos18°.Cos57°
= =Sen 39° .
Cos18°.Cosb57°

b) Ctg70° — Ctg 85° = Sen(85°— 70°
Sen70°.5en85°

= Sen 15° .

Sen70°.Sen85°




TRIGONOMETRIA

c) Secbh0° + Sec36° =
2Cos[(50°+36°)/2].Cos[(50°-36°)/2]
Cos50°.Cos36°

= 2Cos 43°.Cos 7°.
Cos50°.Cos36°

PONTE MOSCA

Recordando:

Sen (a + B) = Sena Cosp + Cosa Sen
Sen (a - B) = Sena. Cosp - Cosa Sen B

A partir de estas formas generales obtendremos:

Sena+Senb = ZSen(a;bJCos(a;bj

Si tomamos en cuenta:
Sen(a+B)y Sen(a-P)

Sumamos (1) y (2) obtendremos
Sen (o + B) + Sen (o -B) = 2 Sena. CosP
Efectuamos el siguiente cambio de variables:

at+tp=a
a-B=b

Quedandose nuestra expresion asi:

Sena+Senb = ZSen[a;bjCOS(a;bj

<

/Recuerda que:
Sen 10° = Cos 80°
Sen 70° = Cos 20°
Cos 1 =Sen 89
Cos 63 = Sen 27




TRIGONOMETRIA

CONSTRUYENDO
MIS CONOCIMIENTOS

1. Transformar a producto:
Sen 11x + Sen 7x

2. Simplificar:
Cos 20° + Sen 50°
3. Simplificar
y = (Sen 33°+Sen 3°) / Cos 33°+Cos 3°
4. Simplificar:
Sendx + Sen2x
Cos4x —Cos2x
5. Simplificar:
Co0s10°—Co0s90°
Sen50°.Sen40°
6. Factorizar:
Sen 12x + Sen 4x + Cos 4x

7. Simplifica:
Send + Sen26 + Sen30

Cos@ + Cos20 + Cos30
8. Calcular:
Sen 67,5°. Sen 22,5°

REFORZANDO
MIS CAPACIDADES

1. Reducir:
E = Tan 25° + Tan 40°
Utilizando transformaciones

a) Csc 25° b) Sec 40° c) Ctg 65°
2. Transformar a producto:

Sen 12x + Sen 6x

a) 2 Sen 9x Cos 3x
c) 2 Sen 6x Cos 3x
e) N.A.

b) 2 Sen 3x Cos9x
d) 2 Sen 6x Cos9x

3. Transformar a producto
Cos 24° - Cos 18°

a) -2Sen 21° Sen 3° b) 2Sen 3° Sen 21°
e) N.A.

d) Tan 65°

e)N.A.

¢) -2Sen 3° Cos 21° d) Sen 21° Sen 3°



TRIGONOMETRIA

B

Simplificar:
Cos 10° + Sen 4Q0°
a) Cos 20° b) /2 Cos 20°

c) /3 Cos 20° d) Cos 20° e)N.A.

Simplificar:
E =Sen 70° + Sen 50 Si Cos 10°=x

a) )2( b) Xf 0) x-/3
d2x  eNA.

Simplificar:
y= Sen75°-Senl5°
Cos75°+Cos15°

a) /3 b) 3-/3 c)
3

d) > e) N.A.

w‘%‘

Simplificar:

Cosa — Cos3ax

Sen3a — Sena
a) Ctg 2a b) Tan 2a c¢) Sec 2a
d) Sen2a e) N.A.

Factorizar:
Senx + Sen 2x + Sen 3x

a) Sen 2x (Cosx + 1)
b) Sen 2x(2Cosx+1)
¢) 2Senx (Cosx - 1)

d) 2 Sen 2x(Cosx + 1)
e) N.A.

Transformar en producto:
a) Sen 20° + Sen 40°

b) Cos 46° + Cos 44°

c) Cos 36° - Cos 14°

d) Sen 52° - Cos 8°

e) Sen 26° + Cos 64°

10. Transformar a producto:

Cos 36° - Cos 12°

a) -2Cos 24° Cos 12°
b) 2 Cos 24 Cos 12°
C) -2 Sen 24° Sen 12°
d) 2Sen 24° Sen 12°
e) N.A.



TRIGONOMETRIA

TRANSFORMACION DE UN PRODUCTO DE F.T. EN UNA SUMA O DIFERENCIA

A) Producto de Senos y/o Cosenos:

2SenceCosp = Sen(o. + B) + Sen(o. — B)

2CosueCosp = Cos(o + B) + Cos{u — B)

28enoeSenp = Cos(o — i) — Cos(o + )
B) Producto de Tangentes y/o Cotangentes:

Tgo.T [pTCos{a — ) — Cos{a + )
Cos(o + p) + Cos(o — B)

Ctga .Ctgp = Cos{a + ) + Cos{a — )
Cos(a - ) — Cos(a + p)

TgaeCtgp = Sen{a + B} + Sen{o - B)
Sen{o + p) + Sen(p — o)

EJEMPLOS
1. Expresa como suma o diferencia, segun convenga las siguientes expresiones:

a) 2Sen 30°. Cos 6°
b) 2Sen 10°. Sen 40°
c) 2Cos 50°. Cos 10°

Solucion:

a) 2Sen 30°. Cos 6° =
Sen(30°+6°) + Sen(30° — 6°)
.. 25en 30°. Cos 6° = Sen36° +Co0s24°

b) 2Sen 10°. Sen 40° =
Cos(10° — 40°) — Cos(10° + 40°)=
Cos(—-30°) — Cos 50°

2Sen 10°. Sen 40° = Cos30°- Cos50°

c) 2Cos 50°. Cos 10° =
Cos(50° + 10°) + Cos(50° —10°) =
. 2Sen 10°. Sen 40° = Cos60°+ Cos40°

CONSTRUYENDO

MIS CONOCIMIENTOS
1. Siendo 6 = 60°. Hallar

e



TRIGONOMETRIA

LN

1.

Calcular Sen 679,5 . Sen 22,5°
Hallar:
Sen75°. Senl5°

Cos60°
Hallar el valor de:
F = Cos 20° . Cos 40° . Cos 80°
Expresar en forma de suma o diferencia:

2 Cos (ﬂxj.Cos[x)
2 2

Simplificar:

M = Sen 20° . Sen 50° + Cos 50 . Cos 80° + Sen 80° . Sen 10°

REFORZANDO
MIS CAPACIDADES

Simplificar:
F =4 Sen x. Sen (60 + x) Sen (60-x)

a) Tan 3x b) Ctg 3x c¢) Cos 3x
d) Sen 3x e)N.A.

Transformar en suma o diferencia:
Sen 7x . Cos 12x
Co0s19x + Cos5x
a)
2
b) Cos19x — Cosbx
2
Senl9x + Sen5x
C)
2
d) Sen19x — Sen5x
2
e)N.A.

) 2 2
SiCos (o +pB) = 3 y Cos (a - B)= 5
Calcular:

T =Tana . Tanp - Ctga .Ctgp

17 15 -17

a) — b) — ¢) —
) 4 ) 4 ) 4
-15

d) e e) N.A.

Transformar en suma las siguientes expresiones:
a) Sen 22°. Sen 28°

b) Sen 34° . Cos 26°

c) Sen 54° . Cos 36°

d) Sen 3a . Cosa

e) Cos 4a . Sen 2a



TRIGONOMETRIA

En un triangulo ABC se sabe que:

Tan é Tan E :E
2 2 2

Secc= E
3
Hallar Sen A + SenB
1 1 3
a) — b) — c¢) —
)2 ) 3 )4
5
d 1 e) —
) ) 6
Reducir:

M =2Cos x . Cos 2x . Cos4dx . Cos8x

Senx b Sen5x c Senl6x
Cosx 5Senx 8Senx
d) Sen x e) N.A.
Reducir:

N = 2Cos 6x Sen 3x + Sen 3x

a) Sen 5x b) Sen 6x c¢) Sen 9x
d) o e) N.A.

. Transformar en suma:

a) 2 Sen 40° . Cos 4°
b) 2 Cos 42°. Sen 7°
Cc) 2Sen6°. Sen 3°
d) 2 Cos 28° Cos 13°
e) 2 Sen 4x Cos 12x

De la figura adjunta:

Hallar PM + BN siendo:
AP =1 PB=2

a) /2 Cos 20° U
b) Cos 20°

c) x@ Sen 20°
d) o°
e) /3 Cos 20° = AR B




